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La notion de risque en finance concerne I'éveittual’observer des évolutions défavorables d'une
variable du marché, le plus souvent cette variabtde prix de transaction d’'un actif ou d'un ptetalle
d’actifs. Ces changements sont d’autant plus doreatalgs pour les investisseurs qu’ils sont impostergs
investisseurs sont alors préoccupés par les fastsvements des conditions du marché, tant en mat@&re
prix gu’en matiere de liquidité. Les autorités darahé, quant a elles, sont chargées de protéggsieme
financier des conditions extrémes qui peuvent @mraun risque systémique. Leur intérét pour les
mouvements extrémes du marché est attesté par kxparpl’observation d’A. Greenspardirecteur de la
banque fédérale du gouvernement américain lorsadeohférence sur la mesure du risque et du risque
systémique de Washington, en novembre 1998 :

« Work that characterises the statistical distrdruof extreme events would be useful as well. »

Ainsi, les mouvements extrémes sont au cceur défiaition du risque et au coeur des préoccupations
des acteurs du marché. Il est alors indispensablieth appréhender les conditions extrémes afitéfiair
une mesure du risque efficace. Or, Aubier-Piron0@0a montré que les mouvements extrémes de la
liquidité étaient d'importance aussi bien en termedréquence qu’en termes d’amplitude. Cet artickn
effet montré que les queues de la distributionpdesies de liquidité étaient épaisses. Elles nev@eatudonc
pas étre correctement décrites par une loi norriadst alors indispensable de renouveler les disif®de
gestion des risques traditionnellement inscritssdarcadre de I'’hypothese de la loi normale.

Il serait donc utile de produire une mesure dguasextréme de la liquidité. Dans cette voie, nous
nous inspirerons des propositions de certains eutgsant a mesurer le risque extréme sur les ldités
d’actifs individuels ou d’indices boursiers. Parggux-ci, nous pouvons citer Embrechts, Resnick et
Samorodnitsky (1998), Mac Neil (1999), Longin (2p@0Danielsson et De Vries (2002), par exemple.

Parallelement, d’'aprés de nombreux articles deasiictures tels que ceux de Bangia, Diebold,
Shuermann et Stroughair (1999), Haberle et Per@00) et Shamroukh (2000), il convient d’analyser
deux composantes du risque : le risque de mardeéistjue de liquidité. Ces articles ont d’'ailleroposés
des mesures de Value-at-Risk ajustée du risquégdielité (L-VaR). Cependant, la majeure partie ds c
travaux ne s'interroge pas sur la dépendance pessilire ces sources de risques puisqu'ils retignpeur
la plupart, une formulation additive des VaR assesia chaque facteur de risque.

L'objectif de cet article est donc de proposer umesure du risque extréme qui tient compte
explicitement du risque de liquidité extréme. Cafim d’'une part, d’évaluer son importance et d'auiart
de contribuer & une meilleure gestion de ce ris§uewr répondre a ces objectifs, les deux couraats d
littérature présentés précédemment pourront éttalises et réunis. De plus, dans des conditiong€més,
les risques peuvent s'avérer étre corrélés. Onajbiephénomene de contagion qui s’est mis eredlas
des derniéres crises financiéres. Longin et SAR@01) montrent, par exemple, que les rentabibtésles
marchés actions de différentes places boursierésrnationales (considérées deux a deux) sont
particulierement corrélées en période de stressiAlarticulation des risques de liquidité etrdarché peut
avoir un impact majeur dans I'évaluation du risgugéme global.

Nous exposons, dans la premiére section, les étértigéoriques qui permettent d’étudier la question
de l'agrégation de deux sources de risque. Dadsuaieme section, nous estimons la dépendancelegtre
risques extrémes de liquidité et de marché et fesmns une mesure agrégée de ces risques. Enfin Jala
troisieme section, nous concluons sur nos résultats

1 Une mesure de risque agrégée extréme : risque diquidité et risque de
marché

La question de I'agrégation de deux sources dpies au sein d'une méme mesure intéresse non
seulement les intervenants du marché mais égalelegrthercheurs. Il existe ainsi tout un courant de
littérature qui étudie comment intégrer la mesuwreisique de liquidité dans une mesure de risqueadjlo

Nous analysons, dans un premier point, le cassdaas parfaitement dépendants pour lesquels il n'y
a pas de diversification possible. Ce cadre d'asaly été retenu dans les modele¥al@e-at-Riskajustée
de la liquidité (L-VaR). Dans un deuxiéme pointus@nvisageons le cas plus général ou les risguesnt

1 Le compte-rendu de [lintervention d’Alan Greenspamst disponible sur le site:
http://www.federalreserve.gov/boarddocs/speecheBidefault.htm.
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pas parfaitement dépendants. Dans ce dernierl esd,dlors indispensable d’expliquer comment nesslar
dépendance des valeurs extrémes et comment intéglegré de dépendance dans une mesure de risque.

1.1. Le cas de risques parfaitement dépendants MaR non diversifiée

La modélisation du risque de liquidité a été pe#@m depuis quelques années [Bangia, Diebold,
Shuermann et Stroughair (1999), Berkowitz (200@bétle et Persson (2000) et Shamroukh (2000) par
exemple] Les professionnels en particulier ont travaillé se theme suite aux crises financiéres récentes
puisque les mouvements de liquidité ont été trdastés pour les établissements bancaires et fie@nci
Ainsi, une volonté est née de mieux évaluer I'eitjppsde tels établissements au risque de liquieitées
pertes qu'ils encourent. Cette problématique isg&renon seulement I'ensemble des établissements
financiers (Recommandations des accords de Bales) anssi tout investisseur soumis a ce type deieisq
lorsqu’il détient une position. Les réponses apmEstsont majoritairement des mesures de risqugpde t
Value-at-Risk Nous proposons d’examiner les hypotheses utdliséesi que les principaux résultats de ces
approches.

Bangia, Diebold, Shuermann et Stroughair (1998p@sent ainsi une décomposition du risque global
en une composante liée a la valeur fondamentalaestwutre liée a l'illiquidité, chacune de ces cosaptes
ayant une incidence sur les pertes possiblesrdediisseur. Allant plus loin dans leur analyseisique de
liquidité, ils distinguent deux composantes, l'uiee exogene et l'autre dite endogene. Afin de riieu
comprendre la structure du risque de liquiditéeetrthrch& nous reprenons la présentation schématique de
Bangia et al. (1999) dans la Figure 1:

Figure 1: Décomposition du risque de marché.

Risque de marché
incertitude sur la
valeur de marct

Risque de prix : /\ Risque de liquidité :

incertitude sur la incertitude sur les
valeur de l'acti codlts de liquidit

AN

Risque de liquidite Risque de liquidite
Source : Bangia et al. (1999) endogéne exogene

La liquidité exogene correspond a la partie de®tsca'illiquidité qui est identique pour tous les
investisseurs. Elle correspond & une composargedies codts d'illiquidité alors que l'illiquiditthdogéne
est spécifique a la position de l'investisseur.th#le de la position influence tres largementlifjilidité
endogene. Cette composante correspond a I'impaptixiel’une transaction. Cette composante dynamique
est alors directement liée a la maniere dont andi sa position. La modélisation de ce colt dilidité
endogéne a été examinée par plusieurs adtdufaut noter que I'évaluation empirique de ceftenposante
est trés délicate en raison de la nécessité destisple données de carnet d’ordres difficilemecgssibles.

C’est pourquoi, Bangia et al. se focalisent silliquidité exogéne. Leur proposition permet de
calculer une mesure délue-at-Riskajustée de l'illiquidité mais tenant compte unigeat de la premiere
composante. lls considérent que les codts liésté cemposante exogéne correspondent a la moitlé de
fourchette. Sous I'hypothése de parfaite dépendate risques, ils obtiennent Malue-at-Risken
additionnant lavalue-at-Riskcalculée sur le milieu de la fourchette et la moie celle calculée sur la
fourchette. De plus, il suppose que la loi normademet de décrire correctement le comportementade |
fourchette et de la rentabilité (sur le milieu darthette).

2 Le risque de marché représente le risque de fhtain de la valeur fondamentale (de marché) de titr
3 Voir par exemple Jarrow et Subramanian (1997) t&eras et Lo (1998) et Chriss et Almgren (2000), et
Francois-Heude et Van Wynendeale (2000).
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D’autres auteurs ont enrichi le calcul deMalue-at-Risken intégrant la composante endogéne.
Berkowitz (2000) intégre 'impact de prix des traetfons. Haberle et Persson (2000) et Shamrouk®0j20
proposent quant & eux uk@lue-at-Riskqui dépend explicitement du temps de liquidatibdeela stratégie
de liquidation.

Ces extensions de \alue-at-Riskajustée de la liquidité permettent d’évaluer kxuie de liquidité
non seulement au travers de la fourchette, quésgmte un co(t fixe mais aussi au travers de l'ande
prix, c’est-a-dire la réponse du prix aux volumebahgés. Dans le cas de I'étude des valeurs exdréme
théme central de cet article, il apparait plusidi de construire les valeurs extrémes de cetteea
composante de liquidité.

Ainsi, ces modeles présentent le risque de ligiidbmme une composante additionnel du risque de
marché. Cependant, I'hypothése de parfaite déperddes deux sources de risque adoptée dans laitéajor
de ces travaux semble simplificatrice ou au mo#its/a. Il est donc nécessaire de pouvoir étudiesreant
cette question de la dépendance qui peut existex lerrisque de liquidité et le risque de marché.

Quant bien méme, le caractére de parfaite dépeaddes risques aurait été démontré, il nimplique
pas nécessairement une parfaite dépendance dessqigueffet, la structure de dépendance des qpeuées
étre différente de celle obtenue sur I'intégratigela distribution. Longin et Solnik (2001) montreyue la
dépendance entre les places boursieres est aceentygériode de stress (variations au-dela d’uih des
rentabilités). Il est alors envisageable que lescas de risques évoluent différemment en périedstiess.
Ainsi, pour évaluer lavalue-at-Riskextréme agrégée, il est indispensable de connkitistructure de
dépendance entre les deux risques extrémes étudiés.

Nous analysons la question de la dépendance dassite. Pour cela, nous examinons quelques
mesures de dépendance afin d'identifier celle sjuaeplus appropriée a I'étude des valeurs extséme

1.2. Analyse de la dépendance

L’étude des valeurs extrémes dans un cas mukiest trés délicate et la littérature ne fourndoze
gue tres peu de résultats. La plus grande diféadside dans la mesure de la dépendance entetifssou
les risques et l'intégration de cette dépendance diastimation de la distribution jointe des ertess.
Plusieurs mesures de la dépendance ont été prepasdes la littérature. Nous présentons les deux
principales. La premiére mesure est la mesureula ohaturelle » ; elle correspond a la corrélagjoincapte
la dépendance linéaire. La seconde mesure esidaaghptée a I'étude des extrémes. Il s’agit depale.

1.2.1. La corrélation

Longin (2000) étudie le probléme du calcul d&/&ue-at-Risksur une position agrégée de plusieurs
risques. Il propose une formule ad-hoc pour agré&gValue-at-Riskde chaque source de risque en une
mesure globale du risque :

Si on considereq risques dont les poids dans le portefeuille santi =1..,q, il est possible
d’exprimer la mesure globale du risq&R a partir des mesures de risques de chaque svaiRRe

q

, > p;wwVaRVaR

q
i=1 j=1

(1) vaR= \/

Cette expression du risque agrégé est similaiedl@ atilisée dans le cadre moyenne-variance.

Or, I'analogie entre la décomposition de la var@et la décomposition de la VaR n’est possible que
dans le cas de distributions elliptigigEmbrechts, Mac Neil et Straumann (1999) (théordmeDe plus,
dans ce cas, cette mesure de risque est cohétesemsde Artzner, Delbaen, Eber et Heath (1999).

Ces deux remarques permettent de dire que la ferétablie par Longin (2000) ne peut étre utilisée
que dans le cas ou l'on suppose implicitement @uéistribution multivariée des sources de risque es
normale ou plus généralement elliptique ; une BiSdudent par exemple. Cette hypothese ne semble pa
adaptée a l'analyse des risques extrémes puisqueraiément les distributions extrémes ne peuvest ét
supposées normales. Embrechts et al. (1999, sesfieh Bouyé et Salmon (2000) soulignent les esreur

4 Les distributions elliptiques intégrent les dibuitions normales, t-student, log-normale, ...
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d’interprétation que I'on peut commettre en utitiska corrélation comme indicateur de dépendanaos das

cas inappropriés. Il est alors préférable d’endsatputres mesures de dépendance puisque laatwnréhe
semble pas capable de résumer complétement ldwtude dépendance des variables. Nous analysons la
notion de copule qui semble mieux adaptée a |'apalg la dépendance des extrémes.

1.2.2. Les copules

Les copules sont de plus en plus présentes dditgtature financiere depuis quelques années, en
particulier, dans le domaine de la gestion desigsgde la modélisation du risque de crédit, dealiéation
d’'options ou en matiere de choix de portefeuilless copules représentent une maniére de résumer la
structure de dépendance de plusieurs variablesoaksa La copule s’exprime comme une fonction des
distributions marginales des variables aléatoitggeamet de faire le lien entre ces distributiormsgmales et
la distribution multivariée. De maniéere alternativa dit qu’elle est elle-méme une distributionltinariée
dont les distributions marginales sont uniformes.

Soient X,,.....X,,, N variables aléatoires de distributions margisae(x,),F,(x,).....F, (x,). La
fonction de copuleC combine les distributions marginales pour donaati$tribution multivariée= :

C(F00) B () Fy (3 )) = F X %)

Il est possible de I'exprimer en fonction de Malga ayant des distributions uniformes,U,,....U .
Nous verrons que cet aspect est trés importantlpqurocédure d'estimation.

F (X, Xy e Xy ) = PIX, <%, X, € X Xy, < %]
=PI U F (U, ) it U )]
= PI{UI s Fl(xl)’UZ = Fz(xz)’ """ UN s FN (XN )]
=C(F,(x,), Fip (%, oo Fy (%))
=C(u,,u,,....,u,)

Il est possible de faire plusieurs remarques stie ceesure de dépendance :

Pour une distribution multivariée donnée, il exisigjours une fonction de copule. Si les marginales
sont continues, la fonction de copule est unique.

Par contre, pour des distributions marginales desret une matrice de corrélation linéaire donnée,
plusieurs copules sont possibles.

La fonction de copules est invariante a des tramsftions monotones croissantes des distributions
marginales.

Dans le cas ou les variables aléatoiiXs,....,X sont indépendantes, la fonction copule prend la
forme de la « copule de production » :

C(F0). Foxo ) Py (x4 )) = F (3 P (. ). F(x )

Il existe des familles de copules qui peuvent &tt@ptées a certaines problématiques. C'est ldesas
copules de survie ou des copules extrémes. Noossalious intéresser particulierement a cette dernié
famille.

1.2.3. Les copules extrémes

Une famille de copules est particulierement adapiéx comportements des valeurs extrémes : les
copules extrémes. Elles se basent sur I'analy$e dépendance des queues uniqguement. Elles pentnete
modeéliser la dépendance des évenements extrémes.

La définition générale de ces copules est la stiévan

clut,ul,..ttly )=CH(uy, Uy enotty) Ot>0



Plusieurs spécifications de copules extrémes iiligées dans la littérature. Le tableau suivéirg,
de Bouyé, Durrleman, Nikeghbali, Riboulet et Rohq&000), présente la spécification de ces diffiées
copules extrémes dans le cas bivarié.

Tableau 1: Les copules extrémes paramétriques

Nous précisons ques, et u, sont les marginales de distribution uniforme &t et G, sont égales
respectivement &in(u,) et -In(u,).

Nom a Clu,u,)
C m] uu,
Gumbel [1, ) exd— (G +ap )WJ
Gumbel II [01] Uyl
o, exr{a%}
U, + u,
0 - - _
Galambos [0,00) uu, exp{(ul'” +u2—a) W}
Husler-Reiss | [0,) exp-0,8(u,,u,,0) - 0,9(u,, u,, 0]
- 2 ~ —02 i 1 2
gﬁ\(ﬁhall [04] u uy mln(u{7 ,ugl)
c* min(u,, u,)

Ces fonctions copules sont relativement simpldasqoe, hormis les paramétres qui définissent les
marginales, un seul parameétre doit étre estiméllx ce paramétre s'interprete directement comme une

mesure de dépendance. Dans le cas de la copuleitbeb |, le paramétre& est compris entrél 00).

Lorsqu’il tend vers 1, les queues sont asymptotitgrg indépendantes et lorsqu'il tend vers l'infileis
gueues sont de plus en plus dépendantes.

Méme si les copules sont de plus en plus utilisefinance, elles ont été peu mises en ceuvressur |
théme des valeurs extrémes. Pourtant, Longin @ilS(001) utilisent la copule de Gumbel | pourdiéu la
dépendance entre les marchés en période de dmege (2002) compare, quant a lui, plusieurs capule
extrémes sur trois indices de titres et analysmdaure de risque agrégée sur les trois positibmsontre
que la copule de Gumbel | est cohérente avec tithdes valeurs extrémes multivariés et peutiétlieée
pour modéliser la structure de dépendance limitasyunptotique.

En matiere d&/alue-at-Riskil n’existe pas de formule analytique permettinitégrer cette mesure
de dépendance dans uvalue-at-Riskagrégeant plusieurs sources de risques. Il eseffety nécessaire,
pour ce faire, de calculer Malue-at-Risksur une position a l'aide de la distribution nuatiée. Comme il
est difficile de déterminer une forme analytiquelaéd/alue-at-Risksur une position agrégée dans le cas
général, les auteurs [Embrechts, Hoing et Juri 3p@d Denuit, Genest et Marceau (1999)] ont teré d
définir des bornes a l'intérieur desquelle¥ddue-at-Riskagrégée se trouve, en particulier pour la somme de
deux risques. Un des seuls résultats dont on dispaslavalue-at-Riskagrégée s’inscrit dans le cadre ou les
risques sont co-monotonigues ou indépendants. Parss, la/alue-at-Riskde la somme de deux risques
est égale a la somme des deux mesures de risglieslirelles. Dans les autres casMalue-at-Riskpeut
étre indifféremment supérieure ou inférieure admme des/alue-at-Riskindividuelles. Ces résultats sont
présentés par exemple dans les travaux de Artzakr(@999) et Embrechts (2000a).

Afin de définir laValue-at-Riskagrégée, il est indispensable pour nous d'évalomectement la
structure de dépendance. L'étude des valeurs estrémus incite a adopter la notion de copule et, en
particulier, la notion de copule extréme. Parmieselqui sont proposées, nous choisissons la cafile
Gumbel | puisqu'elle a été adoptée dans quelqtietearrécents [Longin et Solnik (2001) et Bouy8Q2)].
Nous proposons une illustration de la mesure agrégé risques extrémes de liquidité et de marchdesu
titres francais.



2. L’évaluation du risque extréme agrége

Les positions en actions comme d’autres actifarfiiers sont exposées simultanément le risque de
liquidité et le risque de marché. Il est donc praiée de ne pas estimer de maniére isolée le ridgue
liquidité mais de calculer plutdt un risque globat la position en agrégeant les deux sourcessdaei La
question de I'agrégation de deux sources de ringaessite I'étude de la dépendance entre les deuges.
Avec la relation de dépendance adéquate, il estljesd’estimer le risque global.

Nous analysons, dans un premier point, les exséas rentabilités et des fourchettes. Puis, dans u
deuxieme point, nous testons I'existence d’une dépece entre ces deux risques extrémes. Dans oierder
point, nous estimons le risque global d’'une positio

2.1. Le comportement des extrémes des rentabii@t de la liquidité.

Les données que nous avons réunies portent sytities individuels : Accor, LVMH, Saint Gobain,
Lafarge et Total. Ces titres ont été sélectionraig fpeur niveau de liquidité relativement importatfin
d’éviter des données manquantes. La période d's@algt de 8 années s’écoulant du 13/03/93 au P9/12/
Enfin, nous avons choisi d’extraire les donnéesusie fréquence journaliére afin de réunir suffisanin
d’observations pour construire les extrémes. Nduermns alors 1955 observations dans I'échantifiiial
pour les fourchettes relatives ainsi que des rditésbjournaliéres.

Nous construisons dans un premier temps, leshiéitéa sur le milieu de la fourchette. Cette vaka
de la rentabilité est calculée sur le milieu ddolarchette de maniere a pouvoir étudier de marigoiée
I'impact de la fourchette sur les pertes potemticlies investisseurs. Ceci suppose implicitemeetlgu
rentabilité totale obtenue par l'investisseur @s€bultante de deux composantes comme le préaisgidBet
al. (1999) : l'une liée a la rentabilité sur lexpdu milieu de fourchette et l'autre liée a la fihette. La
composante de la fourchette vient diminuer la tglité sur le prix du milieu de la fourchette.

Afin d’analyser la structure de dépendance emseektrémes de la fourchette et des rentabilitést i
nécessaire de construire des couples de valewéneg. Pour définir un extréme, il est possibléiliser
principalement deux méthodes : la méthode des Bbda méthode des valeurs au-dela d’un seuil. La
méthode des blocs consiste a retenir la valeurmedgi observée sur une fenétre de temps fixé ai |opiar
exemple toutes les semaines ou tous les moisk Getthode souffre de plusieurs inconvénients rdenfer
est qu’elle nécessite un échantillon relativememigl pour obtenir un nombre suffisant d’extrémes. Un
deuxiéme inconvénient est qu’elle peut conduirelactionner des valeurs qui ne sont pas extrémes au
regard de I'ensemble de I'échantillon. Par ailleetle peut également conduire a ignorer plusieytiemes
sur la méme période puisque I'on retient uniquerteeméleur maximale. Ceci est assez fréquent somade
« grappes de volatilités » qui surviennent sunieschés. A contrario, cette méthode empéche gé&néeal
I'existence d’hétéroscédasticité dans les données.

La méthode des valeurs au-dela d’'un seuil, appeléieks over a threshold » (POT) consiste quant a
elle a retenir 'ensemble des valeurs au-dela deuil. Cela revient donc a tronquer la distributiopartir
d'un certain niveau représentant la valeur au-digddlaquelle les valeurs seront considérés comme des
valeurs extrémes. Cette méthode a l'intérét denireten ensemble de valeurs homogénes contrairetnint
méthode des blocs. En revanche, le choix du setiliee vraie difficulté dans la mise en ceuvre d&ce
méthode. Un seuil élevé garanti la sélection deuralextrémes mais conduit automatiquement a ratani
faible nombre d'observations ce qui peut créer digficultés supplémentaires dans I'estimation de la
distribution. Si I'on retient au contraire un seplilitot faible, le nombre d’observations permesdiaer plus
facilement les paramétres mais les valeurs sélead®ne sont plus tout a fait « extrémes ». llitexdsnc un
arbitrage entre la qualité des estimations et lacén de « vrais » extrémes. Malgré tout, cettenitre
méthode tend a s'imposer pour étudier les valexrémes. Nous choisissons donc cette derniére métho

Comme nous nous intéressons a des extrémes Bivérigous faut donc choisir un seuil pour les
rentabilités et un seuil pour la fourchette. Apm@ir déterminé chacun de ces deux seuils, nous
sélectionnons les couples de valeurs qui correspuradla fois a une valeur extréme pour les relitébiet
une valeur extréme pour les fourchettes, c’est@alie rentabilité inférieure au seuil de rentébiletenu et
une fourchette supérieure au seuil de la fourclobibési.

Pour choisir la valeur des seuils, nous adoptdasiqurs niveaux de seuils calculés a partir des
valeurs de la moyenne et de I'écart-type des obtiens. Nous étudions, en particulier, les seuksué aux
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valeurs suivantes : la moyenne moins (plus) 10%0,280% et 100% de I'écart-type pour les rentalsilité
(pour les fourchettes). Nous reportons dans leegabll, le nombre de couples extrémes retenusvetdar
des seuils obtenue pour chaque titre de notre éitban

Tableau 2: Description des échantillons des extréradivariés.

Nous précisons dans le tableau suivant, le nomtwbservations composant I'ensemble des valeurs
extrémes, il est noté nbiidous reportons également la valeur des seuilsésilpour construire les extrémes,
I'un pour la rentabilité, not&euil, et 'autre pour la fourchette, noteuil. .

Accor LVMH Saint Lafarge Total
Gobain

10% | nbre 275 291 280 291 251
seuil, -0,0014  -0,0010 -0,0010 -0,0012 -0,0010
seuil. 0,0041 0,0036 0,0036 0,0039 0,0033

20% | nbre 217 232 237 230 215
seuil, -0,0033  -0,0029 -0,0029 -0,0031 -0,0029
seuil. 0,0044 0,0039 0,0039 0,0042 0,0036

50% | nbre 109 135 124 142 134
seuil, -0,0092  -0,0087 -0,0087 -0,0085 -0,0087
seuil. 0,0054 0,0050 0,0050 0,0051 0,0044
100% | nbre 36 38 53 54 68
seuil, -0,0189  -0,0182 -0,0182 -0,0176 -0,0183
seuil. 0,007 0,0068 0,0068 0,0066 0,0059

Le graphique 1 présente les couples d'extrémeshdgue titre. Nous reportons sur le graphigue
principal le plus grand ensemble des extrémesret ldafenétre en haut a gauche, le plus petit evigeties
extrémes. A partir de ces graphiques, il semblawgune relation de dépendance n’apparaisse framettem
puisque les extrémes n'apparaissent pas regrowpésrad’une droite décroissante. Si les extrémaie it
dépendants, les fortes valeurs (négatives) desbitités correspondraient avec les fortes valewdad
fourchette (points situés au haut & gauche). Deélame maniere, les valeurs moins extrémes des iégmb
surviendraient en méme temps que des valeurs neaindmes sur les fourchettes (points situés enabas
droite). Les extrémes apparaissant plutodt trésedigs, il est alors impossible de conclure d’emBléme
relation de dépendance entre les deux variables.d@mforter cette observation, nous proposongstett la
dépendance a l'aide du parameétre de la copule deb€lu



Graphique 1 : Représentations graphiques des cougextrémes de la fourchette et des rentabilités.

Ces graphiques présentes des extrémes bivariégu€lpint correspond a un niveau de fourchettenet u
niveau de rentabilité observés a un instant doHrganstitue un extréme dans la mesure ou le nivd=gu
rentabilité est inférieur au seuil retenu et oufdarchette est supérieure au seuil retenu. Le oivéa
rentabilité est indiqué sur I'axe des abscissés eiveau de la fourchette est reporté sur 'axeaedonnées.
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2.2. L’estimation de la structure de dépendance

Conformément aux développements précédents, ndogtans la copule de Gumbel, qui a, par
ailleurs, été utilisée par Longin et Solnik (20@bur analyser la dépendance entre les places boessn
périodes de crises.

2.2.1. La procédure d’estimation

Nous présentons dans un premier point les difféseméthodes. Puis, dans un second point, nous
explicitons celle utilisée pour notre étude.

a. Les méthodes d'estimation

Il existe deux approches pour estimer les paranéte la distribution jointe a l'aide d’une coplla.
premiére consiste a estimer en une seule étapgal@snetres des distributions marginales et celuiade
copule, c'est-a-dire le paramétre qui indique lgréledépendance. La deuxiéme consiste a estimer
successivement les paramétres des distributiongimades puis d'estimer le paramétre de la copule en
utilisant les résultats des estimations précédentes

Dans I'approche en une seule étape, on peut trdegeméthodes paramétriques et non paramétriques.
La méthode paramétrique a été utilisée par LongirBanik (2001). Ills supposent des distributions
paramétriques pour les distributions marginalegesutilisent pour construire la vraisemblance glelsur
I'échantillon et estiment I'ensemble des paramélres

La vraisemblance s'écrit :

Equation 1 I(G)ziln o(F, (¢ ) By (x4 ). P (1)) + 33 In £.(x7)

t=1 n=1
ou C est la densité de la copule.

Cette vraisemblance devient pour des distributinagginales uniformes :
z . T
Equation 2 18)=YInclut,ug.....ut,)
t=1

Cette méthode peut nécessiter un temps de calativesnent important puisqu’elle implique I'estirrat
simultanée des paramétres des marginales et lameties de la copule. On peut lui préférer unenasiton
non-paramétriqgue proposeée initialement par GerteRivest (1993) et décrite par Frees et Valdez §)1.99
L’estimateur proposé permet d'estimer directementdefficient de corrélation de rang de Kendalle un
mesure alternative du coefficient de dépendanceaesesq .

La deuxieme approche consiste a estimer sépardeseparamétres des marginales et le parametre de
la copule. Ceci est possible seulement si on s@pgos les marginales sont indépendantes de laiseute
dépendance.

» Dans la premiere étape, a l'aide des spécificatietenues pour les marginales, il est possible
d'estimer les paramétres par maximum de vraiserodlanpartir des résultats de la théorie des
valeurs extrémes

» Dans la seconde étape : I'estimation du paramétra dopule est alors possible par maximisation
de la vraisemblance dans laquelle les marginaletsdsga estimées:

Nous choisissons la derniere méthode car elle gteda scinder le probleme d’estimation en
deux. De ce fait, I'estimation du parametre de dpute est alors moins codteuse en temps que la
premiere méthode puisque le probléme de maximisasis simplifie. Nous détaillons cette méthode
d’estimation appliquée a la copule de Gumbel dam®int suivant.
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b. La méthode utilisée

Pour les variables initiales notées et X, de distributions marginale§,(x,) et F,(x,), nous
obtenons I'expression de la distribution jointefemction de la copule de Gumbel :

F(x,x,)= exd— {(— InF,(x,))" +(=InF,(x,))" }MJ

La fonction de copule permet de modéliser le listnieeles marginales et la fonction de distribujinte en
tenant compte de la structure de la dépendance.

En posantF,(x ) =U, et F,(x,)=U,, il est possible de réécrire la fonction de disttion jointe :

F(lexz) :exd—{(—lnul)“ +(_|nU2)a}1/“J

Nous précisons que pour estimer les paramétres disbutions marginales, la procédure
d’estimation est un maximum de vraisemblance odid&ribution paramétrique des extrémes est inttedui
(les développements de cette méthode sont disgsndans Aubier-Piron (2006)). Lorsque les pararsétre
sont estimés, il est possible de construire desulbiformes a partir des lois marginales estimées.

Pour estimer le parametre de la copule, il est nécessaire d’exprimer la fionc de
vraisemblance de I'’échantillon. Nous avons vu dangrésentation des copules que la vraisemblance
s’exprimait en fonction de la densité de la copMleus reportons I'équatiohde la log-vraisemblance :

Equation 3 I(e)ziln das,as,.....a..a)
=1

ou ¢ est la fonction de densité de la copule de Gumbel.

Il est indispensable d’exprimer la fonction de signde la copule de Gumbel. Elle a été établies dan
guelques articles, notamment ceux de De Matteifl(P@t Bouyé (2002). Elle correspond a la dérivée
seconde de la distribution de la copule par rapipcttaque composante de la distribution multivariée

_0°Cluy;u,)
C(u1' uz) - aul’auz

Nous reportons I'expression de la densité de laleoge Gumbel :
) = (In(u ) x -1+ [Fin(w)) + (inu,)r [ )¢
)+ (il ) ] < nfa, )

1
extf(-In(u,))” +(~In(u,))"}* xu,xu,

Apres avoir présenté les développements permettantalibrer la distribution jointe sur notre
échantillon et d’estimer les paramétres souhaitégs allons analyser les résultats de ces estinsatians le
point suivant.

2.2.2. L’évaluation de la dépendance des risques

Nous reportons, dans le Tableau 3, le résultat edignations des parameétres des distributions
marginales ainsi que celui de dépendance intervetars la distribution jointe. Nous précisons qoes
avons d0 estimer de nouveau les parametres deesjulu la distribution des fourchettes puisque les
observations retenues comme extrémes dans le cagi@me sont pas identiques a celle retenues ldans
cas bivarié. Nous observons des indices de queassinportants pour les valeurs seuils prochesade |
moyenne ( 10% et 20% de I'écart-type). Pour defissplus importants, le nombre de valeurs extréasts
beaucoup plus faible et on obtient des indicesudigs non significatifs ou négatif (50% et 100% @lart-
type). Sur ces ensembles, il semble que les qusmiest normales ou faibles. Pour les queues dabidités,
le phénomene est quelque peu différents. Lorsquextémes regroupent des valeurs peu éloignéés de
moyenne (éloignées de plus de 10% de I'écart-tyjp@jice de queue est relativement important etticme
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d’augmenter au fur et a mesure que le nombre deurglextrémes diminue dans I'échantillon, exception
faite du dernier ensemble. Lorsque les seuils s@% éloignés de la moyenne, les extrémes sont peu
nombreux, les indices de queues deviennent potaicertitres non significatifs. Ceci montre qu'dut
intégrer suffisamment d’extrémes dans les échansllpour pouvoir observer correctement la forme des
gueues.

Malgré tout, on observe une majorité d'indicesqirues positifs, ce qui permet de retrouver le
phénomene de queues épaisses des distributionsedesbilités et de la fourchette. Dans ce cas, la
proposition de copule de Gumbel parait tout a dpipropriée pour étudier et modéliser la structuze d
dépendance entre les rentabilités et la fourchette.

L’estimation des paramétres de dépendance deplaecgont tous significatifs et tous trés proches d
urP. Cette valeur de l'indice de queue tend a montrer faible dépendance voire méme une indépendance
asymptotique entre les queues des rentabilités ket fburchette.

Dans de nombreux cas, nous pouvons conclure dépendance asymptotique des queues de
distributions. Dans un cadre plus large, la modébs des extrémes permet aussi de conclure a
'indépendance entre la fourchette et la rentabddlculée sur le milieu de la fourchette. Cettipendance
des queues est trés importante pour le calcul Wallge-at-Risksur une position soumise a ces deux types de
risques. Nous allons évaluer, dans le paragrapkiergulaValue-at-Riskdans le cas ou les deux sources de
risques sont indépendantes.

Tableau 3 : Résultats des estimations des paramesrele la distribution jointe.

Nous reportons les paramétres estimés pour chadesalistributions marginales des variables étudiées
d’abord pour les rentabilités et ensuite pour lardbette relative. Pour ces marginales, le coefficio

correspond au parametre de dispersiof &t I'indice de queue. Pour la distribution joimeus reportons la
valeur du paramétre de dépendanze,

Accor LVMH Saint Lafarge Total
Gobain
Marginale des rentabilités
10% & 0.4743 0.2911 0.3733 0.2554 0.2913
o 0.0069 0.0070 0.0063 0.008 0.0087
20% & 0.5051 0.2957 0.3538 0.2386 0.3231
o 0.0069 0.007 0.0064 0.0081 0.0085
50% & 0.57 0.3383 0.1676 0.3649 0.2031
o 0.006 0.0062 0.0074 0.0071 0.0089
100% | ¢ 0.2998* 0.3096* - 0.4557 0.2829
o 0.0079 0.0069 - 0.006 0.0075
Marginale de la fourchette
10% & 0.4030 0.4027 0.3231 0.4336 0.3189
o 0.0016 0.0016 0.0017 0.0017 0.0019
20% S 0.3129 0.4030 0.3207 0.2590 0.167*
o 0.0017 0.0016 0.0017 0.0019 0.0021
50% S -0.2223 0.5958 0.2745 0.1719 -0.1129
o 0.0020 0.0014 0.0016 0.002 0.0023
100% | € -0.1772 0.0788* - 0.0892* -0.0786*
o 0.0012 0.0017 - 0.0018 0.0018
Distribution jointe
10% a 1.0308 1.1142 1.0552 1.1030 1.2299
20% a 1.0213 1.1185 1.0767 1.0393 1.2604
50% a 0.9434 1.1981 1.1455 1.0202 1.1544
100% | o 0.9859 1.0256 - 0.9869 1.0481

*non significatif au seuil de 10%
- non convergence de I'algorithme de maximisatiedadvraisemblance.

5 Les valeurs estimées en dessous de un constitdestrésultats non valides puisque appartient
théoriquement a l'intervallg «).
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2.3. Le calcul de la Value-at-Risk agrégée

Nous avons estimé la structure de dépendanceda kbune copule de Gumbel. De cette estimation,
nous pouvons conclure a l'indépendance asymptoteniee les deux sources de risques : le risque de
marché et le risque de liquidité. Dans le cas @alitr de I'indépendance des sources de risqué&liee-at-
Risk agrégée est simplifiée puisqu’elle revient a fdaesomme des deuXalue-at-Riskcalculées pour
chaque source de risque. Cette construction Wallze-at-Riskevient alors a celle utilisée par Bangia et al.
(1999). A la différence de Bangia et al. (1999)us@estimons chaguéalue-at-Riskpar uneValue-at-Risk

portant exclusivement sur les extrémes plutbt gud’iatégralité de la distribution.

Nous présentons, dans le Tableau 4 Vialsie-at-Riskagrégées pour différents niveaux de risque. La
Value-at-Riskagrégée correspond a la somme dédmie-at-Riskcalculée sur les rentabilités et la mdéitie
la Value-at-Riskde la liquidité. Afin d’évaluer I'importance reie¢ de la composante de liquidité dans le
risque global, nous reportons, entre parenthésepait relative de |&alue-at-Riskde liquidité dans la
Value-at-Riskagrégée. De plus, nous comparons les résultaaaubipar la méthode des valeurs extrémes a
ceux obtenus en supposant des distributions nosmale

Tableau 4: Calculs ded/alue-at-Risk agrégées

Nous reportons dans le tableau ci-dessougalae-at-Riskcalculée sur les deux échantillons extrémes des
valeurs extrémes. Le premier échantillon corresmandvaleurs éloignées de la moyenne de plus dedE0%
I'écart-type et le second de 100%. L&&lue-at-Risk calculées sur ces échantillons sont notées
respectivement EVT 10% et EVT 100%. Enfin, falue-at-Riskest calculée avec I'hypothése que les
distributions des rentabilités et de la fourchetb@t normales. Elle est notée Norm. Nous ajoutaorieee
parenthéses la part du risque de liquidité dansdge agrégé.

Accor LVMH Saint Lafarge Total
Gobain
Var a 5% EVT 10% 6,09 491 4,95 5,35 5,89
(12,2 (14,6) (14,4) (14,6) (12,3)
EVT 100% 7,09 6,79 6,99 6,80
(8,4) (11,1) (10,8) (9,8)
Norm 4,08 4,02 3,81 3,98 4,01
(4.8) (4.2) (4.9) (4.4) (3.9)
Var a 1% EVT 10% 13,64 8,99 9,71 9,53 10,73
(9,9 (14,8) (12,3) (15,8) (11,6)
EVT 100% 11,18 10,64 12,81 10,51
(5,8) (8,8) (7,5) (7,4)
Norm 5,28 5,20 4,93 5,17 5,19
(3.8) 3.3 3.8) (3.4) (3.0)
Vara0,5% | EVT 10% 19,09 11,46 12,79 12,01 13,61
9,2 (15,2) (11,6) (16,8) (11,5)
EVT 100% 13,63 12,95 16,90 12,67
(4.9) (7.9) (6,3) (6.5
Norm 7,05 6,94 6,59 6,90 6,93
(2,9) (2,5 (2.9) (2.6) (2.3)

A partir du tableau ci-dessus, nous notons qi&alae-at-Riskextréme agrégée est trés largement

supérieure a celle obtenue dans le cas de loisatesmlLes pertes calculées avec les valeurs exdréme
peuvent représenter plus du double des pertesl@ascavec la loi normale. La méthode proposée par
Bangia et al (1999) qui s’apparente a celle oudisibutions sont normales, sous-estime les pertes
pour des niveaux de risques élevés. Ceci montreelie commise sur l'appréciation du risque si
l'investisseur estime son risque avec une loi néem&e résultat pourrait inciter les autorités
régulatrices a modifier les régles d'évaluation disgjues et a promouvoir la généralisation de
I'utilisation de la méthode des valeurs extrémes.

6 On considére que le prix de transactions est agaprix du milieu de fourchette plus ou moins laitigo
de la fourchette. Ainsi, l'investisseur subit usque de marché correspondant aux variations dwemidie
la fourchette et un risque de liquidité correspamdaux variations de la moitié de la fourchette.
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Nous remarquons gue les pertes calculées a kdevaleurs extrémes peuvent s'avérer extrémement
importantes. Elles restent dans une fourchette deB6 pour un niveau de risque de 95% alors gu'elle
augmentent entre 9 et 14% pour un niveau de ridgu@9% et entre 12 et 20% pour le niveau de riggue
plus élevé. Il est donc possible de perdre jusgués de 20% de la valeur d’'un portefeuille pouriague
extréme (risque de marché et risque de liquiditdaudus).

De plus, nous avons reporté la part du risquediadité (mesuré par la moitié de \éalue-at-Risk
extréme de liquidité) dans la mesure de risqueaotNous notons que dans le cas de lois normiges,
risque de liquidité représente moins de 5% dédmie-at-Riskglobale. Lorsque I'on considére les périodes
de stress et de mouvements extrémes de la liguiditésque de liquidité explique pres de 15% dedgs
totales pour le premier échantillon des extrémesT(E0%) et prés de 10% pour le deuxiéme échantillon
(EVT 100%). Ces derniers résultats montrent que desémes des fourchettes ont des valeurs qui
augmentent plus rapidement que celles de la rditéalorsque les observations deviennent de pluples
extrémes. Le risque de liquidité a donc un poidsagigmente dans les périodes de stress. Cette qeenar
justifie 'appellation de « risque de crise de Idjté ». C’est dans les moments trés extrémesejusdue de
liquidité est le plus important. Il est donc indiggable de pouvoir I'évaluer correctement dansetlest
conditions.

3. Conclusion

L’étude que nous avons menée sur les valeursneasré@le la liquidité et des rentabilités, permet de
montrer I'importance des mouvements extrémes diguaité. En effet, les paramétres de queues sént
largement supérieurs a zéro. L'un des premiersitedsude cette étude est donc que les distributions
comportent des queues épaisses. Ce phénoméne loesdnaorrect I'évaluation du risque de liquidéé
'aide d’'une distribution normale. L’objectif du gsent article était, en conséquence, de proposer un
modélisation adéquate du risque extréme ou capderde liquidité. Pour cela, nous disposons dbadarte
des valeurs extrémes et de la définition d¥déue-at-Risk Avec ces deux éléments, nous avons vu qu'il
était possible d’estimer une mesure de risque pe\frlue-at-Risksur la distribution des valeurs extrémes

uniguement mais sur une position agrégée.

Apres avoir rappelé les insuffisances de la catigsh comme mesure de dépendance des valeurs
extrémes, nous avons proposé d'utiliser, a la siatelivers travaux de la littérature récente, lput® de
Gumbel pour mesurer la dépendance des valeursredréaractérisant le risque de marché d’'une péet et
risque de liquidité d’autre part. Cet outil noupeamis de conclure a I'indépendance entre ces geurces
de risque.

L’examen de la question du risque agrégé d'unéiposious a permis de modéliser la structure de
dépendance de deux variables ayant des queuesdépdi®stimation du paramétre de dépendance lesstre
deux sources de risques nhous a conduit a concllirel@pendance des queues de distributions. Ggeifie
que les mouvements extrémes des rentabilités & fmurchette ne se produisent pas nécessairersent a
méme moment. Dans ce cas particulier d'indépendahest alors possible de calculer Value-at-Risk
agrégée en faisant la somme Wedue-at-Riskextrémes individuelles. Les estimations de la meagrégée
du risque sur les quelques titres qui composent rathantillon montrent que le risque extréme agesy
trés largement supérieur & celui obtenu dans leledsis normales : il peut étre 2 a 3 fois supéri€ette
différence montre combien il est important de bmmendre en compte les valeurs extrémes dans la
modélisation des distributions des rentabilitédetla liquidité. La difféerence d’appréciation desrtps
potentielles peut devenir dramatique en cas dexds marché aussi bien pour les investisseursxigae
pour les établissements financiers. De ce faitalgsrités régulatrices ont tout intérét a impakey régles de
calcul de I'exposition au risque tenant compte mesivements extrémes des marchés puisque leur ibbject
est de garantir la survie du systéme financier tiensas les plus défavorables du marché.
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